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Convergence

1. (a) Soit (X")n>1 une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé, mutuellement
indépendantes, de méme loi uniforme sur [0, 1].
Pour n € N*, on définit les variables M,, = max(Xy,...,X,) et Y, =n (1 — M,).
(b) Déterminer la fonction de répartition de M, puis celle de Y,

2. Une entreprise compte 300 employés. Chacun d’eux téléphone en moyenne 6 minutes par heure. Quel nombre
minimal de lignes installer pour que la probabilité qu’elles soient toutes occupées & un moment donné soit
inférieure a 2,5% ?

3. Un dé normal est lancé 9000 fois; déterminer la probabilité que le 6 soit obtenu entre 1400 et 1600 fois.
Comparer les résultats obtenus par l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev et par approximation & ’aide d’une
loi normale.

4. Un étudiant fait une faute d’orthographe en moyenne tous les 100 mots. Quelle est la probabilité qu’il ne
fasse pas plus de 4 fautes dans un devoir de 200 mots ? (on pourra utiliser une approximation par une loi
de Poisson).

5. Dans un élevage de poules pondeuses, aux heures de ponte maximale, le nombre X d’ceufs pondus en 15
minutes dans un enclos suit une loi de Poisson de parameétre 10.

(a) Quelles sont les valeurs de X ayant la probabilité maximale ?
(b) Quelle est la probabilité qu’il y ait entre 7 et 12 ceufs (au sens large) pondus en 15 minutes ?

(c) Certains ceufs sont déclassés (cassés ou poids insuffisant). La probabilité qu’un ceuf soit déclassé est de
0,03. Sur un lot de N ceufs pondus, quelle est la loi Yy suivie par le nombre d’ceufs déclassés 7
(d) On suppose a présent N = 4000.
i. Par quelle loi peut-on approcher la loi de Yy ? Déterminer f la densité continue et F' la fonction de
répartition associées & cette approximation.
ii. Pour tout réel h > 0, on définit une fonction ¢ de la variable x par p(x) = F(z + h) — F(z — h).
Etudier les variations de ¢ ; ou faut-il placer le segment [a, b] pour que, 'amplitude (b—a) étant fixée,
P(a <Yy < b) soit maximale ?
iii. Trouver un intervalle [a,b] centré en 120, de longueur minimale, tel que P (a <Yy < b) > 0,95.
6. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes, de méme loi, définies sur

un méme espace probabilisé. On note F' la fonction de répartition de cette loi. Pour tout réel = et pour tout

entier naturel non nul, on note Z, , le nombre de variables aléatoires X;, (i € [1,n]) qui ont une valeur
Z’!‘L,Q}

inférieure ou égale a x, et on pose T, , = ==

(a) Donner laloide Z,, ;, son espérance et sa variance. Déterminer un majorant de V' (Z,, ;) indépendant de .
(b) Montrer que Ve > 0, lim P(’Tn@ — F(z)| > E) =0
n—-+oo

7. On considére une suite de variables aléatoires réelles (X,,)n>1, mutuellement indépendantes, de méme loi de
Poisson de paramétre 1, et on pose S, = X1 + -+ + X,,.

(a) Quelle est la loi de S, ?
(b) Déterminer P(Sn < n)

nook
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(¢) En utilisant le théoréme de la limite centrée, montrer que nll)rfooe ,;,O i



1.(a) M,(Q) C [0,1] donc Fy, est constante égale & 0 sur | — 00,0[, et constante égale a 1 sur ]1,4o0l.

[Mn <t [Xl < t} N---N [Xn < t], donc par indépendance de X1, ..., X,
P(M, <t)=P(X; <t) x-xP(X, <t) doncsitel01], F, (t) =t"
0 sit<O
F]un(t): t" Si0<t<1
1 sit>1
Y,.(Q) C [0,n] donc Fy, est constante égale a 0 sur | — 0o,0[, et constante égale a 1 sur |n,+ool.
Y, <t] = [Mn>1 L], doncsi t € [0,n], P(Yn\t)—l—(l—%)n
0 sit <0
t n
Fy.(t)={ 1— (1-) Si0<t<n
n
1 sit>n

t\" t\" t
(b) Soit t >0 : pour n >t on a P(Y;, < )_1_(1_n) ;orln(l—n> :nln(l—n>~—t.Donc
lim P(Y,<t)=1-¢".

n——+oo
(Y,,) converge en loi vers une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramétre 1.

2. La probabilité qu’une ligne soit occupée a un instant donné est de donc le nombre X de lignes occupées

167
suit une loi bindmiale 2 (300, 15). E(X) =30 et V(X) = 27.

V(X)

e On peut appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev : P ( ’X —EX )| > 5) <
En considérant que P (X — E(X) > ¢) et P(X — E(X) < —¢) sont quasiment égaux (ce qui est une ap-
proximation), il suffit de prendre VSQ 2 % 0,025 c’est a dire € > /20 x 27 = 6 /15.

P (|X — 30| > 6\/@) > P (X > 30+ 6\/@)7 donc n est supérieur ou égal a 54.

e On peut aussi utiliser une approximation par une loi normale .4°(30,27) :

On an =300 > 30, np =30 > 5, donc on peut approcher la loi de X par une loi normale .4 (30,27), c’est

X — 30
— A4(0,1).
N 0.1)

Le nombre de lignes N cherché est tel que P (X > N) =P (X >

& dire considérer que X* =

N —30
) < 0,025, c’est a dire
V27

N —30

V27

N — R
i) ( 30) >1-—0,025=0,975. A l’aide de la table de ®, on trouve > 1,96 soit N > 40, 19.

V27

Il faut donc installer 41 lignes au minimum.

Remarque : L’approximation par la loi normale est bien plus précise que 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev
et la valeur trouvée pour n est nettement inférieure; ce n’est pas surprenant car cette inégalité est valable
quelle que soit la loi (& condition que la variance existe toutefois).

3. Le nombre X de 6 obtenus suit une loi binoémiale %(9000, %), d’espérance 1500 et de variance 1250.
V(X 1
— P (1400 < X < 1600) = P(|X —EX)| < 100) ; or P(|X —EX)| > 100) < 1(()02) =3
La probabilité que le nombre de 6 obtenus soit dans la fourchette donnée est supérieure a 0, 875.

1400 — 1500 1600 — 1500
P(1400<X<1600):P< * >_

<X*< =P(|X*| <2v2

V1250 V1250 (| | )
P(IX*<2V2) =®(2V2) — ®(—2Vv2) =29(2v2) — 1 ~2x 0,9977 — 1 = 0, 9954

En conclusion, I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev fournit une approximation assez grossiére.

, 100) EX)=2, V(X)=1,98.

< 0,1 donc I'approximation par une loi de Poisson &2(2) est licite.

4. Le nombre X de fautes suit une loi binomiale %(200

n—200>30etp—m

Donc P (X e 2 Z e 2~0,95



10"
5.(a) La probabilité de I'événement [X = k] est pp = e 0 x R
pe+1 10

=il donc la suite (pg) croit jusqu’a k = 10 (en fait pg = p1g) puis décroit ensuite.
Pk

9
Donc les valeurs les plus probables de X sont 9 et 10, avec pg = pig = e 0 x or ~ 0,125

108 710 10 2 x 102 10* 10°
b P( <X< ) -0, 107 _ 140 ~0
(b) PA7 Ze o T e T axoxi Taxoxiixie) =000

(¢) En faisant I’ hypothese que le déclassement d’un ceuf est indépendant de celui des autres, Yy suit une loi

bindmiale A(N, 180)

(d) i. E(Ya000) = 120 et V(Yy000) = 120 x 0,97 = 116, 4 donc la loi de Yy peut étre approchée par une loi
normale de paramétres 120 et 116, 4.

Donc une densité de cette loi approchée est pour z € R, f(x) =

(w—120)2)’ ot la

1

- e _

/232’ ST XPp ( 232,8
fonction de répartition F'(x / f@)

ii. ¢'(x) = f(x +h)— f(z — h) s’annule pour z = 120 (exp (—%) et exp (—%) sont
égaux) et ¢ est maximale pour z = 120, donc b—a étant fixé, la probabilité cherchée (plus exactement
une valeur approchée de cette probabilité, obtenue en utilisant la loi normale) sera maximale si le
segment [a,b] est centré en 120, c’est a dire a + b = 240 (on peut poser a = 120 — h et b = 120 + h,
avec h > 0 égal a la moitié de amplitude de l'intervalle).

iii. Notons Z la variable aléatoire qui approxime Yy, (Z — 47(120; 116,4); la probabilité d’avoir

a < Z < b est donnée par : P([a < Z <b])=P( [\‘}11162?1 < 5111622 < bulg(i])

La probabilité est maximale si b—a est donné, revient a dire que la probabilité étant fixée (a 0,95 ici)
I’amplitude est minimale ; ainsi l’intervalle [a, b] cherché est tel que a+b = 240, donc avec a = 120—h

et b =120 + h, on obtient : P( [tk < 223 < ) > 0,95.
Or Z—120

. . L1 )
6.4 suit une loi normale centrée réduite, d’oul

~h _ Z-120 h —h h 1
P([\/116,4 S VATe.a \/116,4D _¢<\/m> _¢< 116,4) _2¢(¢m> —12>0,9.

V1164

h h
10) ( 6. 4) > 0,975 ce qui, en consultant la table, donne 6.1 > 1,96 donc h > 21,4.

L’amplitude minimale de I'intervalle est égale a 42, 8. Ainsi [98,6; 141, 4] est I'intervalle cherché.

6.(a) Zno = #B(n,F(z)), donc E(Zy ) =nF(z) et V(Z,,) =nF(z)(1 F(m))
La fonction u — u (1 — u) définie sur [0,1] admet un maximum égal & I, atteint pour u = %, donc

n
V(Zoa) <"
e : ) V(Thx)
(b) L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne P(|Tn7x — F(x)| > 5) < 2
Znx 1 . 1
OrV(T,.) = M = —; ainsi P(|Tn == F(:c)| > s) < —— tend vers 0 & ¢ fixé lorsque n tend
; n2 in : 4ne?
vers 'infini.
7. (a) Sy suit une loi de Poisson de parameétre n (cours).
e nF
(b) P(Sn <n) =e ”ZF
k=0
Sp—n

(¢) E(Sn) =V(Sn) = n.D’apreés le théoréme de la limite centrée, converge en loi vers une loi normale

§§

S, —n
7

centrée réduite. hm P(S n) = lim P

n—-+oo n—-+oo

éO)z@(O):%.Donc lim e~ Zk“ :7.

n——+oco 2



