TERMINALE S

Corrigé du dm 11

Lundi 20 avril I

Exercice 1

e Complexes : équations et interprétation géométrique

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct
— —

z—2 ZM — ZB

(1) - o(22)

(O,u,v) z—1 S \zm—za
. - (AM;BM>+2k7t
1. Résoudre dans C I'équation (1) : S % I BM
On donnera le module et un argument de chaque solution. - —1| " AM
Ona: z_9 RN
.9 z#1 arg<m>—(AM,BM)+2k7r
o1 zZ < et
z—2=2z(z—1) b. Retrouver géométriquement la solution de I'équation
z#1 (2).
& et Ona
22—2242=0 2=2 L/I_ZB:[LE}
Résolution de I’équation & : z> —2z +2 =0 z-1 M E_il\%IA 2
Ona:A=(-2)%-4x2=—4=(2i)? — =1
. AM
&1 admet donc deux solutions et
2+ 2i . — . VTV
2= —l4ietzp=z=1-i ) (AM;BM) = 2+ 2kn
z1 et zo sont différents de 1 d’ott et
S ={1+i;1—i} M # A
et M appartient a la médiatrice de[AB|
T T
i\l 7 e -
4 4 Le triangle AMB est rectangle direct en M

2. Résoudre dans C I'équation (2) : % = 1.
On donnera la solution sous forme algébrique.
z—2 . z71
=1 < et
z—1 z-2=i(z—1)
z#1
A et
z(1-i)=2—-1i
z#letz #i
et
< C2-i
T1o
o 2—i  (2—-i)(14i) 3+i
T A-n)(a+y) 2
3+1i

est différent de 1 et de i d’ot
3+1

=y

3. Soit M, A et B les points d’affixes respectives : z, 1 et 2.
On suppose que M est distinct des points A et B.

a. Interpréter géométriquement le module et un argument
z—2

de .
z—1
Ona:
z—2  zZym—ZB
z—1 zym—2z4
Ainsi
z—2| |zm—zp| |zm—zB| BM
z—1| |zm—zal| |lzm—zal AM
et

La solution de I'équation (2) est donc I'affixe du point
M intersection de la médiatrice de [AB] et du cercle de
diametre [AB] tel que le triangle AMB soit direct en M.

4. a. Montrer, a l'aide d'une interprétation géométrique,
que toute solution de I'équation dans C :

(=)

ol n désigne un entier naturel non nul donné, a pour partie

I,

re.elle 5
Si
z—2\" .
z—1) 7
alors
=) _y
z—1) |
et "
z—2
=1
(=1
donc 5
Z J—
=1
z—1
et avec les notations de la question précédente,
ZM T ZB| _ 4
IM —ZA
BM
donc — =1
one ——7

d’ott M appartient a la médiatrice de [AB].
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Or A a pour affixe 1 et B a pour affixe 2 donc la médi-

atrice de [AB] a pour équation x = 5 et ainsi z a pour

3
partie réelle 5

Toute solution de 1’équation dans C :

z—2 n—i
z—1) 7

ou n désigne un entier naturel non nul donné, a pour

3
partie réelle 5

2
b. Résoudre alors dans C I'équation (3) : (%) =1
On cherchera les solutions sous forme algébrigue.

1 n’est pas solution de (3) doncz—1 # Oetona:

Cj)zzi s (z-22=i(z—1)?
& 22(1—i)+z(—4+2i)+4-i=0

3
Or, si z est solution de (3), alors z = 5 +iyavecy € R.

On a donc
3) &

1 . 1
® —yHyt+ i -y+ ) =0
. 1
& (—1+1)(y2—y+1):0
2 1
OrA=2

d’ott
1—|—\/§ 1—\/2
5 ouy=——s—.

Ainsi

(%+iy)2(1—i)+(§+iy)(—4+21)+4—i:0

oy §+11+ﬁ;§+11_ﬁ
2 2 2 2

Une remarque pour les curieux :

» avec Maple vous taper bétement

“solve(((z-2) /(z-1)) "2=I)" et ...

» avec Xcas (libre et gratuit!) vous taper bétement
“normal(resoudre __dans __ C(((x-2) (x-1)) "2=i))” et
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Exercice 2

e fonction In

e Intégrale et suite

1. Pour tout entier naturel n non nul, on considere la fonc-
tion f, définie sur |0; + oo par: f,(x) = Inx + % -1
a. Déterminer les limites de f,, en O et en + co puis étudier
le sens de variations de f,.

Ona:
lim In(x)

x—0

lim f,(x) = —o0.
x—0

rS
T

. X ..
— oo et lim — = 0, ainsi

x—0n

lim In(x)

+ oo et, n étant strictement positif
X——+ o0

. X ..
lim — = + o0, ainsi
xX—+00 N1

XEToofn (X) = +oo.

La fonction f, est dérivable sur |0; + oo et
1 1
/ _— — —
frld) =+
Sur0; +oof, f(x) >0
Les fonctions f, sont donc strictement croissantes.

A
4

b. Montrer que l'équation f,(x) = 0 admet une unique
solution dans |0; + oo[. On note ,, cette solution. Mon-
trer qu’elle appartient a I'intervalle [1; e].

La fonction f, est continue comme somme de fonc-—
tions continues et est strictement croissante.
De plus lim f,(x) = —ccet lim f,(x) = +oo.

x—0 x—+ o0

Ainsi f, réalise une bijection de ]0; 4 oo sur
|—o0; + oo et
il existe un réel unique a,

fn (2y) = 0.

(Pour le bac, un tableau de variation bien fait suffit!)

De plus, f,(1)

2. Le plan est rapporté a un repére orthonormal

€]0 ; +oof tel que

1 1 .
E—l < 0 et fu(e) = > 0, ainsi

—_ —
(O, i, j ) On note (T') la courbe representative de la

fonction logarithme népérien.

a. Soit n un entier naturel non nul. Déterminer une équa-

tion de la droite A, passant par le point A de coordonnées

(0; 1) et le point B, de coordonnées (n ; 0).

Ay, passe par A(0; 1), son équation est donc de la

forme : y = mx + 1.

Elle passe par le point B, (1 ; 0), on obtient0 = an + 1
1

etainsia = ——.
n

1
An:y:—ax—i—l

b. Faire un croquis représentant la courbe (T') et les droites
A] , Az et A3.

A] y:—x+1
1

Az y:—ix—l—l
1

N y:—gx—l—l

c. Montrer que w,, est I'abscisse du point d’intersection de
(T) avec A,,.
Soit M(x; y) le point commun a I et A,,.
Ona domc:1 .
Inx = —Ex—i—l = lnx—l—ax—lzo
< fu(x) =0
= x=ua,

a, est1’abscisse du point d'intersection de (I') avec A,

d. Préciser la valeur de «y puis faire une conjecture sur le
sens de variation de la suite ().

a1 est 'unique solutionde Inx +x —1 = 0.

Or 1 est une solution évidente delnx + x — 1 = 0.
Ainsi

D’apres le croquis la suite («,) semble croissante.

3. a. Exprimer In (ay,) en fonction de n et de w,,.

Onalnocn+%—120

Ina, =1— lx—n.
n

b. Exprimer f,11 (ay) en fonction de n et de ,, et vérifier

que : fui1 (ay) <O.

Ona:

fn—l—l (D‘n)

Donc
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Ky

fn+l (“n) = n(n+ 1)

a, est un réel strictement positif, ainsi | f,, 41 (a,) < 0

c. Déduire de la question précédente le sens de variation de
la suite (ay,).

Ona fn+l <Dcn+1) =0.

AInsi fyi1 (an) < fusr (@n41)-

De plus les fonctions f, sont strictement croissantes.
Ainsi ay, < 0y41.

La suite (&) est donc croissante.

d. Montrer que la suite («,, ) converge. On note ¢ sa limite.
Etablir que : In? = 1 et en déduire la valeur de /.
La suite (&) est croissante et majorée par e :

‘ elle est donc convergente vers un réel ¢ < e.

Onao< ¥ <L
111 n
Or lim — =0
n—-—+oo 1 "
donc lim 2 =0
n—to 1 .
Orlna, =1-— -2
n
donc lim Ing, =1
n——4o0o

et, la fonction In étant continue,

In{ Lm zxn> =1
n—-+0o

etln/ =1

d’out

4. On désigne par D, le domaine délimité par la courbe
(T), l'axe des abscisses et les droites d’équation : x = w,, et
x=e.

a. Calculer I'aire du domaine D,, en fonction de a,, et mon-

. ) Lo
trer que cette aire est égale 4 —*.
n

a1 = 1 etla suite (a,) est croissante donc pour tout 7,
1 < ay < eetsurl'intervalle [a,; €], In est positive.

e e
DoncA(Dn):/ Inxdx = | 1xInxdx.
Ny Ay
On pose
u'(x) =1 u(x) =x
o(x) =lnx J(x)= 1

u et v sont deux fois dérivables donc par une intégra-
tion par parties, on obtient :

2
«
A(Dy) = 7;1
b. Etablir que :
2
(e —ap)Ina, < % < (e—ay).
1 L
Ina, p------- %
0 l " ‘
1 o 2 ©
14
_2 A

D’apres le dessin l'intégrale est comprise entre 1'aire
du rectangle hachuré de gauche a droite et l'aire
du rectangle hachuré de droite a gauche : d’ou
I'encadrement :

K

Ina, (e —ay) < " <1x(e—uay)

¢. En déduire un encadrement de n (e — ay,).
» Ona:

a2
Ina, (e —ay) <

n
n > 1donca, > 1etlna, est strictement positif.
Ainsi

2

nle—a,) < —— (1)

“Inay,
2

» Par ailleurs, = < (e — ay)
n

14

a2 <ne—ay).
» On obtient donc ’encadrement final :

2
n

o

rx%én(e—txn) < na
n

e 1 4 5116 _ - -
A(D,) = [xInx _/ X x = dx d. La suite de terme général n (e —a,) est-elle conver
oJa X gente ?
= e—aplna, —[x], Or lim a2 = e?
= e—aylna, — (e —ay) n—+oo )
— . «
= ay (1—11’10()0é et ]1111 I n :e2
n n—-—+0oo ann
Xn <1_1+7) On adonc
2 .
_ M lim (e —a,) = e
- n— 00
n
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