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Algorithme breton
Ce n'est pas très mathématique mais 
'est un algorithme et pour a�rontertous 
eux qui nous attendent, il va nous falloir des for
es....
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Algorithme bretonEntrées : masse m totaleInitialisation : ;beurre � m/4;su
re � m/4;farine � m/4;÷uf  � m/4;débutCouper le beurre en petits moreaux et le mettre à fondre dou
ement au bain-marie depréféren
e. Dès qu'il est fondu arrêter. Laisser refroidir mais attention : le beurre doit êtreen
ore liquide ! Il ne doit pas redevenir solide;Mettre le four à pré
hau�er à 160°(th 5);Mettre les oeufs entiers ave
 le su
re dans un saladier. Battre longuement le mélange pour qu'ilblan
hisse et devienne bien mousseux;Y ajouter le beurre fondu ET FROID;Rajouter progressivement à l'appareil la farine en l'in
oporant bien. Cela doit donner une pâteélastique et un peu épaisse;Verser la préparation dans un moule à manqué ou à 
ake bien beurré;Laisser 
uire environ une heure. Il faut surveiller le gâteau régulièrement.;si il semble brunir trop vite alorsil faut baisser un peu le four et mettre une feuille d'aluminium sur le dessus.Il faut que le dessus du gâteau soit blond fon
é, mais pas trop 
oloré.;si lorsqu'une pique plantée en son milieu ressort sè
he alorsle gâteau est 
uit�n Algorithme 1 : algorithme breton pur beurre(IREM des Pays de la Loire) Atelier 5 / 193
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Un algorithme à travers la s
olarité Sans l'ordinateur
Les enfants apprennent à l'é
ole primaire à poser � verti
alement � unemultipli
ation d'entier : ils utilisent un des nombreux algorithmes utilisés àtravers les siè
les et les 
ontinents pour e�e
tuer 
e type de 
al
ul.Celui-
i nous intéresse 
ar 
'est une première version d'un algorithme plusgénéral sur le multipli
ation des polyn�mes et même des fra
tionsrationnelles.
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Un algorithme à travers la s
olarité Sans l'ordinateur
En e�et, derrière l'algorithme vu en primaire se 
a
he 
elui du produit despolyn�mes etfaire le lien entre 
es deux appli
ations de 
et algorithmené
essite une bonne 
ompréhension de la numération en base 10.
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Un algorithme à travers la s
olarité Ave
 l'ordinateur4012*102 409224f :=x�>(4x^3+x+2)*( x^2+2) : ;f (10) 409224
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Un algorithme à travers la s
olarité Ave
 l'ordinateurp r o d u i t (N,M, va r ) :={l o 
 a l PN,PM, Pro , k ;PN:=0;PM:=0;f o r ( k :=0; k<s i z e (N) ; k++){PN:=PN+N[ k ℄*X^( s i z e (N)�1�k )}f o r ( k :=0; k<s i z e (M) ; k++){PM:=PM+M[ k ℄*X^( s i z e (M)�1�k )}Pro :=X�>PM*PN;r e t u r n ( s i m p l i f y ( expand ( Pro ( va r ) ) ) )} : ;
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Un algorithme à travers la s
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Algorithmes ré
ursifs / impératifs
La relation un+1 = 3un + 2 valable pour tout entier naturel n et la donnéede u0 = 5 
onstituent un algorithme de 
al
ul ré
ursif de tout terme de lasuite (un).Sa tradu
tion dans des langages sa
hant plus ou moins traiter de telsalgorithmes est dire
te.
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Algorithmes ré
ursifs / impératifsPar exemple, en XCAS 
ela devient :u (n , uo ) :={i f ( n==0){ r e t u r n ( uo ) }e l s e {3*u ( n�1,uo )+2}}et en CAML :# let re
 u (n , uo )=if n=0 then uoelse 3*u ( n�1,uo ) +2; ;
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Algorithmes ré
ursifs / impératifs
Deux é
oles de programmation :programmation fon
tionnelle ;programmation impérative.
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Algorithmes ré
ursifs / impératifsCela donne en XCAS :u_imp(n , uo ) :={l o 
 a l k , temp ;temp:=uo ;f o r ( k :=1; k<=n ; k:=k+1){temp:=3* temp+2;}r e t u r n ( temp ) ;}
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Dis monsieur, dessine-moi un i
osagone..
Certains 
onnaissent peut-être le langage Logo qui avait permis aux petitsé
oliers d'il y a une vingtaine d'années de s'initier à la programmation.Voyons par exemple un petit algorithme permettant de tra
er un polygonefermé régulier quel
onque.
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Dis monsieur, dessine-moi un i
osagone..
Entrées : nombre N de 
�tés et longueur a d'un 
�tédébutpour k de 1 jusqu'à N faireavan
e de a pas;tourne de 360/a degrés;�n Algorithme 2 : polygone
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Dis monsieur, dessine-moi un i
osagone..Ave
 XCASXCAS 
omprend un module Tortue très 
omplet :p o l y l o g o (N, a ) :={l o 
 a l k ;pour k de 1 j u sque N f a i r eavan
e ( a ) ;t o u r n e_d r o i t e (360/N) ;f pou r ;} : ;
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Outils mathématiques basiques Valeur absolueAlgorithmeOn peut dé�nir la valeur absolue d'un réel x de la manière suivante, mêmesi 
e n'est pas l'usage en se
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Outils mathématiques basiques Valeur absolueAve
 XCAS
va ( x ) :={s i x>0 a l o r sr e t u r n ( x ) s i n onr e t u r n (�x )f s i ;}
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 27 / 193



Outils mathématiques basiques Valeur absolue
en anglais :va ( x ) :={i f ( x>0){ r e t u r n ( x ) }e l s e { r e t u r n (�x ) }}

(IREM des Pays de la Loire) Atelier 28 / 193



Outils mathématiques basiques Valeur absolue
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Outils mathématiques basiques Valeur absolue
en plus 
ompa
t :va ( x ) :={i f t e ( x>0,x ,�x )}

(IREM des Pays de la Loire) Atelier 29 / 193



Outils mathématiques basiques Valeur absolueAve
 CAML
# let va ( x )=if x>0 then x else �x ; ;
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 30 / 193
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Outils mathématiques basiques Partie entièreAlgorithme ré
ursif
On part du fait que la partie entière d'un nombre appartenant à [0; 1[ estnulle.Ensuite, on � des
end � de x vers 0 par pas de 1 si le nombre est positif enmontant que bx
 = 1+ bx � 1
.Si le nombre est négatif, on � monte � vers 0 en montrant quebx
 = �1+ bx + 1
.
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Outils mathématiques basiques Partie entièreAlgorithme ré
ursif
On part du fait que la partie entière d'un nombre appartenant à [0; 1[ estnulle.Ensuite, on � des
end � de x vers 0 par pas de 1 si le nombre est positif enmontant que bx
 = 1+ bx � 1
.Si le nombre est négatif, on � monte � vers 0 en montrant quebx
 = �1+ bx + 1
.

(IREM des Pays de la Loire) Atelier 32 / 193



Outils mathématiques basiques Partie entièreAlgorithme ré
ursif
On part du fait que la partie entière d'un nombre appartenant à [0; 1[ estnulle.Ensuite, on � des
end � de x vers 0 par pas de 1 si le nombre est positif enmontant que bx
 = 1+ bx � 1
.Si le nombre est négatif, on � monte � vers 0 en montrant quebx
 = �1+ bx + 1
.

(IREM des Pays de la Loire) Atelier 32 / 193



Outils mathématiques basiques Partie entièreAve
 XCASp a r t i e_ e n t i e r e_ r e 
 ( r ) :={s i ( r>=0) e t ( r <1)a l o r s 0s i n on s i r>0a l o r s 1+pa r t i e_ e n t i e r e_ r e 
 ( r�1)s i n on �1+pa r t i e_ e n t i e r e_ r e 
 ( r+1)f s if s i} : ;p a r t i e_ e n t i e r e_ r e 
 ( r ) :={i f ( ( r>=0) and ( r <1) ) {0}e l s e { i f ( r >0){1+pa r t i e_ e n t i e r e_ r e 
 ( r�1)}e l s e {�1+pa r t i e_ e n t i e r e_ r e 
 ( r+1)}}} : ;(IREM des Pays de la Loire) Atelier 33 / 193
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Outils mathématiques basiques Partie entièreAve
 CAML
# let re
 p a r t i e_ e n t i e r e ( r )=if r >= 0 . && r < 1 .then 0 .else if r > 0 .then 1 . +. p a r t i e_ e n t i e r e ( r �.1 . )else � .1. +. p a r t i e_ e n t i e r e ( r +. 1 . )
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 34 / 193



Outils mathématiques basiques Partie entièreAlgorithme impératif
Test � si...alors...sinon � et bou
le � tant que �On peut 
ommen
er par se restreindre aux nombres positifs. On part de 0.Tant qu'on n'a pas dépassé x , on avan
e d'un pas. La bou
le s'arrête dèsque k est stri
tement supérieur à x . La partie entière vaut don
 k � 1.

(IREM des Pays de la Loire) Atelier 35 / 193
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Outils mathématiques basiques Partie entièreAlgorithme impératif
Entrées : x(réel positif)Initialisation : k  � 0débuttant que k<=x fairek � k+1retourner k-1�nAlgorithme 5 : partie entière d'un nombre positif

(IREM des Pays de la Loire) Atelier 36 / 193



Outils mathématiques basiques Partie entièreAlgorithme impératif
Dans le 
as d'un réel négatif, il faut 
ette fois re
uler d'un pas à 
haquetour de bou
le et la partie entière est la première valeur de k à êtreinférieure à x :

(IREM des Pays de la Loire) Atelier 37 / 193



Outils mathématiques basiques Partie entièreAlgorithme impératifEntrées : x(réel)Initialisation : k  � 0débutsi x > 0 alorstant que k<=x fairek � k+1retourner k-1sinontant que k>x fairek � k-1retourner k�nAlgorithme 6 : partie entière d'un réel quel
onque(IREM des Pays de la Loire) Atelier 38 / 193



Outils mathématiques basiques Partie entièreAlgorithme impératif ave
 XCASpe ( x ) :={l o 
 a l k ;k :=0;s i x>=0 a l o r stantque k<=x f a i r ek:=k+1;f t a n t qu e ;r e t u r n ( k�1) ;s i n ontantque k>x f a i r ek:=k�1;f t a n t qu e ;r e t u r n ( k ) ;f s i ;} : ;(IREM des Pays de la Loire) Atelier 39 / 193



Outils mathématiques basiques Partie entièreEn anglais :pe ( x ) :={l o 
 a l k ;k :=0;i f ( x>=0){wh i l e ( k<=x ) {k:=k+1};r e t u r n ( k�1) ;}e l s e {wh i l e ( k>x ) {k:=k�1};r e t u r n ( k ) ;}} : ;(IREM des Pays de la Loire) Atelier 40 / 193
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Outils mathématiques basiques Arrondis
On veut arrondir un nombre réel à 10�2 près par défaut.On va prendre la partie entière (ave
 l'algorithme 
réé pré
édemment) dunombre multiplié par 102 puis le rediviser par 102 :Entrées : x(réel)débutretourner (partie entière de 100x) divisée par 100�n Algorithme 7 : arrondi

(IREM des Pays de la Loire) Atelier 42 / 193



Outils mathématiques basiques Arrondis
On veut arrondir un nombre réel à 10�2 près par défaut.On va prendre la partie entière (ave
 l'algorithme 
réé pré
édemment) dunombre multiplié par 102 puis le rediviser par 102 :Entrées : x(réel)débutretourner (partie entière de 100x) divisée par 100�n Algorithme 8 : arrondi

(IREM des Pays de la Loire) Atelier 42 / 193



Outils mathématiques basiques Arrondis
On veut arrondir un nombre réel à 10�2 près par défaut.On va prendre la partie entière (ave
 l'algorithme 
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(IREM des Pays de la Loire) Atelier 42 / 193



Outils mathématiques basiques ArrondisTradu
tion XCAS
a r r o n d i ( x ) :={r e t u r n ( pe (100* x ) /100 . 0 )}
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 43 / 193



Outils mathématiques basiques ArrondisTradu
tion CAML
let arrondi_au_100_eme_par_defaut ( r )=p a r t i e_ e n t i e r e ( 1 00 . * . r ) / . 100 .
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 44 / 193
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Outils mathématiques basiques Cal
uls de sommes
On veut par exemple 
al
uler la somme des entiers de 1 à n.

(IREM des Pays de la Loire) Atelier 46 / 193



Outils mathématiques basiques Cal
uls de sommesAlgorithme ré
ursifEn XCAS :som_ent ( n ) :={if ( n==0){0}else{n+som_ent (n�1)}} : ;En CAML :# let re
 som_ent ( n )=if n=0 then 0else n+som_ent (n�1) ; ;(IREM des Pays de la Loire) Atelier 47 / 193



Outils mathématiques basiques Cal
uls de sommesAlgorithme ré
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 som_ent ( n )=if n=0 then 0else n+som_ent (n�1) ; ;(IREM des Pays de la Loire) Atelier 47 / 193



Outils mathématiques basiques Cal
uls de sommesAlgorithme impératif
Entrées : n(entier naturel)Initialisation : S � 0; // la somme est nulle au départdébutpour k de 1 à n faireS � S+kretourner S�n Algorithme 10 : somme des entiers de 1 à n

(IREM des Pays de la Loire) Atelier 48 / 193



Outils mathématiques basiques Cal
uls de sommesTradu
tion XCASsom( n ) :={l o 
 a l S ;S :=0;pour k de 1 j u sque n f a i r eS:=S+k ;f pou r ;r e t u r n (S)}en anglais :som( n ) :={l o 
 a l S ;S :=0;for ( k :=1; k<=n ; k++){S:=S+k } ;r e t u r n (S)}(IREM des Pays de la Loire) Atelier 49 / 193
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Algorithmes de 
al
uls � à la STG �
Les se
tions STG sont initiées à l'algorithmique en travaillant sur desproblèmes simples de gestion.

(IREM des Pays de la Loire) Atelier 51 / 193
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Algorithmes de 
al
uls � à la STG � Taux de remise variable
On entre un montant HT ht. On e�e
tue une remise sur ht selon la réglesuivante :si ht < 2500¿ alors il n'y a pas de remise ;si 2500 6 ht < 4000¿ alors la remise est de 5% ;dans les autres 
as la remise est de 8%.La TVA est de 19,6%. On demande le prix TTC en fon
tion du prix HT.
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Algorithmes de 
al
uls � à la STG � Taux de remise variableAlgorithmeEntrées : HT(réel positif)Initialisation : ht � HTdébutsi ht>=2500 et ht<4000 alorsht � ht� 0,95si ht>=4000 alorsht � ht�0,92retourner ht�1:196�n Algorithme 11 : prix TTC selon remise(IREM des Pays de la Loire) Atelier 54 / 193



Algorithmes de 
al
uls � à la STG � Taux de remise variableXCASr em i s e (HT) :={l o 
 a l ht ;ht :=HT;s i ( ht >=2500) e t ( ht <4000) a l o r s ht :=ht *0 . 9 5 ; f s i ;s i ht >=4000 a l o r s ht :=ht *0 . 9 2 ; f s i ;r e t u r n ( ht *1 .196 )}r em i s e (HT) :={l o 
 a l ht ;ht :=HT;if ( ( ht >=2500) and ( ht <4000) ) { ht := ht *0 . 9 5} ;if ( ht >=4000){ ht := ht *0 . 9 2} ;r e t u r n ( ht *1 .196 )}(IREM des Pays de la Loire) Atelier 55 / 193
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Algorithmes de 
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Algorithmes en arithmétique Quotient eu
lidienVersion ré
ursive
reste(a,b) débutsi a<b alorsretourner 0�nretourner 1+quotient(a-b,b)Algorithme 12 : Quotient : version ré
ursive

(IREM des Pays de la Loire) Atelier 59 / 193



Algorithmes en arithmétique Quotient eu
lidienAve
 XCAS
q u o t i e n t ( a , b ) :={if ( a<b ) { r e t u r n (0 ) } ;r e t u r n (1+ quo t i e n t ( a�b , b ) ) ;}
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 60 / 193



Algorithmes en arithmétique Quotient eu
lidienAve
 CAML
# let re
 q u o t i e n t ( a , b )=if a<bthen 0else 1+quo t i e n t ( a�b , b ) ; ;
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 61 / 193



Algorithmes en arithmétique Quotient eu
lidienRemarqueCAML étant intelligemment typé, si on entre :# 37/5;;On obtient­ : int = 7
'est-à-dire par défaut le quotient entier 
ar on travaille ave
 des entiers.Pour avoir une approximation dé
imale, il faut entrer :# 37./.5.;;et on obtient :­ : float = 7.4Pour le reste, on peut don
 entrer :# 37­37/5*5;;ou utiliser la 
ommande in�xée mod# 37 mod 2 ;;(IREM des Pays de la Loire) Atelier 62 / 193
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Algorithmes en arithmétique Quotient eu
lidienVersion impérative
Entrées : 2 entiers a et bdébutInitialisation : k � 0tant que k � b 6 a fairek � k+1�nretourner k-1Algorithme 13 : Quotient : version impérative

(IREM des Pays de la Loire) Atelier 63 / 193



Algorithmes en arithmétique Quotient eu
lidienAve
 XCAS
q u o t i e n t ( a , b ) :={l o 
 a l k ;k :=0;while ( k*b<=a ) {k:=k+1}r e t u r n ( k�1)}
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 64 / 193
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uls � à la STG �Taux de remise variable7 Algorithmes en arithmétiqueQuotient eu
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Algorithmes en arithmétique DivisibilitéOn peut 
réer une fon
tion qui testera si un nombre divise un autre.Entrées : 2 entiers n et pdébut(quotient entier n/p)� p == n�n Algorithme 14 : Test de divisibilitéOn e�e
tue un test booléen en utilisant l'opérateur in�xe == qui désigne larelation d'égalité. La réponse du programme sera don
 � vrai � ou� faux � ( � 1 � ou � 0 � sur XCAS et � true � ou � false � sur CAML)
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 66 / 193



Algorithmes en arithmétique DivisibilitéOn peut 
réer une fon
tion qui testera si un nombre divise un autre.Entrées : 2 entiers n et pdébut(quotient entier n/p)� p == n�n Algorithme 15 : Test de divisibilitéOn e�e
tue un test booléen en utilisant l'opérateur in�xe == qui désigne larelation d'égalité. La réponse du programme sera don
 � vrai � ou� faux � ( � 1 � ou � 0 � sur XCAS et � true � ou � false � sur CAML)
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 66 / 193



Algorithmes en arithmétique DivisibilitéOn peut 
réer une fon
tion qui testera si un nombre divise un autre.Entrées : 2 entiers n et pdébut(quotient entier n/p)� p == n�n Algorithme 16 : Test de divisibilitéOn e�e
tue un test booléen en utilisant l'opérateur in�xe == qui désigne larelation d'égalité. La réponse du programme sera don
 � vrai � ou� faux � ( � 1 � ou � 0 � sur XCAS et � true � ou � false � sur CAML)
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 66 / 193



Algorithmes en arithmétique DivisibilitéAve
 XCAS
d i v i s e (p , n ) :={ iquo ( n , p ) *p==n } : ;
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 67 / 193



Algorithmes en arithmétique DivisibilitéAve
 CAML
# let d i v i s e p n = ( ( n/p ) *p=n ) ; ;Qui s'utilise ainsi :# d i v i s e 4 1 3 ; ;� : boo l = f a l s e# d i v i s e 4 1 2 ; ;� : boo l = t r u e
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 68 / 193



Algorithmes en arithmétique DivisibilitéAve
 CAML
# let d i v i s e p n = ( ( n/p ) *p=n ) ; ;Qui s'utilise ainsi :# d i v i s e 4 1 3 ; ;� : boo l = f a l s e# d i v i s e 4 1 2 ; ;� : boo l = t r u e
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 68 / 193
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Algorithmes en arithmétique PGCDNous allons voir plusieurs algorithmes pour 
al
uler le PGCD de deuxentiers.Le plus naturel est la version ré
ursive de l'algorithme d'Eu
lide :PGCD1(a,b) Entrées : 2 entiers a et bdébutsi b=0 alorsretourner asinonretourner PGCD1(b,reste(a,b))�nAlgorithme 17 : Version ré
ursive de l'algorithme d'Eu
lide
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 70 / 193



Algorithmes en arithmétique PGCDNous allons voir plusieurs algorithmes pour 
al
uler le PGCD de deuxentiers.Le plus naturel est la version ré
ursive de l'algorithme d'Eu
lide :PGCD1(a,b) Entrées : 2 entiers a et bdébutsi b=0 alorsretourner asinonretourner PGCD1(b,reste(a,b))�nAlgorithme 18 : Version ré
ursive de l'algorithme d'Eu
lide
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 70 / 193



Algorithmes en arithmétique PGCDAve
 XCAS
PGCD1(a , b ) :={if ( b==0){ r e t u r n ( a ) }else{ r e t u r n (PGCD1(b , i r em (a , b ) ) ) }}
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 71 / 193



Algorithmes en arithmétique PGCDAve
 CAML
# let re
 pg
d ( a , b )=if b=0then aelse pg
d (b , a�a/b*b ) ; ;
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 72 / 193



Algorithmes en arithmétique PGCDVersion impérativeEn version impérative, 
'est un peu plus long et moins naturel ;-)Entrées : 2 entiers a et bdébuttant que b 6= 0 fairer � reste(a,b);a � b;b � r;�nretourner aAlgorithme 19 : PGCD : version impérative de l'algorithme d'Eu-
lide(IREM des Pays de la Loire) Atelier 73 / 193



Algorithmes en arithmétique PGCDAve
 XCAS
PGCD2(a , b ) :={l o 
 a l r ;while ( b !=0){r := i rem ( a , b ) ;a :=b ;b:= r ;}r e t u r n ( a )} : ;
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 74 / 193



Algorithmes en arithmétique PGCDAlgorithme des di�éren
esOn peut également utiliser le fait que a ^ b = a ^ (b � a) = a ^ (a � b),mais 
'est plus (beau
oup trop) long... Une idée de re
her
he peut être de
omparer les deux algorithmes.PGCD3(a,b) Entrées : 2 entiers a et bdébutsi b=0 alorsretourner asi a>=b alorsretourner PGCD3(b,a-b)sinonretourner PGCD3(a,b-a)�nAlgorithme 20 : PGCD par l'algorithme des di�éren
es en versionré
ursive(IREM des Pays de la Loire) Atelier 75 / 193
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'est plus (beau
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omparer les deux algorithmes.PGCD3(a,b) Entrées : 2 entiers a et bdébutsi b=0 alorsretourner asi a>=b alorsretourner PGCD3(b,a-b)sinonretourner PGCD3(a,b-a)�nAlgorithme 21 : PGCD par l'algorithme des di�éren
es en versionré
ursive(IREM des Pays de la Loire) Atelier 75 / 193



Algorithmes en arithmétique PGCDAve
 XCAS
PGCD3(a , b ) :={if ( b==0){ r e t u r n ( a ) }if ( a>=b ) { r e t u r n (PGCD3(b , a�b ) ) }else{ r e t u r n (PGCD3( a , b�a ) ) }}
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 76 / 193



Algorithmes en arithmétique PGCDAve
 CAML
let re
 p g 
 d i f ( a , b )=if b=0then aelse if a>bthen p g 
 d i f ( b , a�b )else p g 
 d i f ( a , b�a ) ; ;
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 77 / 193
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Algorithmes en arithmétique Algorithme d'Eu
lide étenduPetit rappel sur 
et algorithme qui permet de prouver le théorème deBézout et d'obtenir des 
oe�
ients véri�ant au + bv = a ^ b :k uk vk rk qk0 1 0 r0 = a /1 0 1 r1 = b q12 u0 � u1q1 v0 � v1q1 r2 = r0 � r1q1 q23 u1 � u2q2 v1 � v2q2 r3 = r1 � r2q2 q3... ... ...p � 1 rp�1 = a ^ b qp�1p rp = 0
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 79 / 193
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oe�
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Algorithmes en arithmétique Algorithme d'Eu
lide étenduPar exemple, pour 19 et 15 :k uk vk rk qk0 1 0 19 / L01 0 1 15 1 L12 1 �1 4 3 L2  L0 � 1 � L13 �3 4 3 1 L3  L1 � 3� L24 u = 4 v = �5 19 ^ 15 = 1 3 L4  L2 � 1� L35 0 L5  L3 � 3� L4C'est-à-dire 4� 19� 5� 15 = 1 et 19 ^ 15 = 1.
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 80 / 193
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Algorithmes en arithmétique Algorithme d'Eu
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Algorithmes en arithmétique Algorithme d'Eu
lide étenduVersion ré
ursiveEn version ré
ursive, on peut pro
éder en deux étapes :aee(u,v,r,u',v',r');Entrées : 6 entiers u, v, r, u', v', r'débutsi r'=0 alorsretourner ([u,v,r℄)sinonaee(u',v',r',u-quotient(r,r')�u',v-quotient(r,r')�v',r-quotient(r,r')�r')�nAEE(a,b) Entrées : 2 entiers a et bdébutaee(1,0,a,0,1,b)�nAlgorithme 22 : algorithme d'Eu
lide étendu : version ré
ursive(IREM des Pays de la Loire) Atelier 81 / 193



Algorithmes en arithmétique Algorithme d'Eu
lide étenduAve
 XCAS
aee ( u , v , r , u ' , v ' , r ' ) :={if ( r '==0){ r e t u r n ( [ u , v , r ℄ ) } ;aee ( u ' , v ' , r ' , u�i quo ( r , r ' ) *u ' , v�i quo ( r , r ' ) *v ' , r�i quo ( r , r ' ) * r ' )} : ;AEE( a , b ) := aee (1 , 0 , a , 0 , 1 , b ) : ;Par exemple, AEE(19,15) renvoie [4,­5,1℄ 
e qui signi�e que4� 19� 5� 15 = 1 et que 19 ^ 15 = 1.(IREM des Pays de la Loire) Atelier 82 / 193



Algorithmes en arithmétique Algorithme d'Eu
lide étenduAve
 XCAS
aee ( u , v , r , u ' , v ' , r ' ) :={if ( r '==0){ r e t u r n ( [ u , v , r ℄ ) } ;aee ( u ' , v ' , r ' , u�i quo ( r , r ' ) *u ' , v�i quo ( r , r ' ) *v ' , r�i quo ( r , r ' ) * r ' )} : ;AEE( a , b ) := aee (1 , 0 , a , 0 , 1 , b ) : ;Par exemple, AEE(19,15) renvoie [4,­5,1℄ 
e qui signi�e que4� 19� 5� 15 = 1 et que 19 ^ 15 = 1.(IREM des Pays de la Loire) Atelier 82 / 193



Algorithmes en arithmétique Algorithme d'Eu
lide étenduAve
 CAML
# let re
 aee ( u , v , r , u ' , v ' , r ' )=if r '=0then [ u ; v ; r ℄else aee (u ' , v ' , r ' , u�r / r '* u ' , v�r / r '* v ' , r�r / r '* r ' ); ;# let ae t ( a , b )= aee (1 , 0 , a , 0 , 1 , b ) ; ;
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 83 / 193



Algorithmes en arithmétique Algorithme d'Eu
lide étenduVersion impérativeEntrées : 2 entiers a et bInitialisation : liste a � (1,0,a);liste b � (0,1,b);reste � b;débuttant que reste 6=0 faireq � quotient(3eopérande de liste a, reste);liste temp � liste a-q�liste b;liste a � liste b;liste b � liste temp;reste � 3eopérande de liste b�nretourner liste aAlgorithme 23 : algorithme d'Eu
lide étendu : version impérative(IREM des Pays de la Loire) Atelier 84 / 193



Algorithmes en arithmétique Algorithme d'Eu
lide étenduAve
 XCASbezout ( a , b ) :={l o 
 a l l a , lb , l r , q , r e s t e ;l a := [1 , 0 , a ℄ ;l b := [0 , 1 , b ℄ ;r e s t e :=b ;while ( r e s t e !=0){q:= qu o t i e n t ( l a [ 2 ℄ , r e s t e ) ;l r := l a+(�q ) * l b ;l a := l b ;l b := l r ;r e s t e := l b [ 2 ℄ ;}r e t u r n ( l a ) ;}(IREM des Pays de la Loire) Atelier 85 / 193



Algorithmes en arithmétique Fra
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Algorithmes en arithmétique Fra
tions 
ontinuesVous 
onnaissez l'algorithme suivant :172 = 3� 51+ 19 (1)51 = 2� 19+ 13 (2)19 = 1� 13+ 6 (3)13 = 2� 6+ 1 (4)6 = 6� 1+ 0 (5)On peut don
 fa
ilement 
ompléter la suite d'égalité suivante :17251 = 3+ 1951 = 3+ 15119 = 3+ 12+ 1319 = : : :
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 87 / 193



Algorithmes en arithmétique Fra
tions 
ontinuesVous 
onnaissez l'algorithme suivant :172 = 3� 51+ 19 (1)51 = 2� 19+ 13 (2)19 = 1� 13+ 6 (3)13 = 2� 6+ 1 (4)6 = 6� 1+ 0 (5)On peut don
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Algorithmes en arithmétique Fra
tions 
ontinuesAlgorithme ré
ursifOn suppose 
onnus les algorithmes donnant le reste et le quotient d'unedivision eu
lidienne.f
(a,b) débutsi b=0 alorsretourner liste vide;�nRetour[quotient(a,b),f
(b,reste(a,b))℄Algorithme 24 : fra
tions 
ontinues : version ré
ursiveL'algorithme � ré
iproque � sera étudié plus loin ??.(IREM des Pays de la Loire) Atelier 88 / 193



Algorithmes en arithmétique Fra
tions 
ontinuesAve
 XCAS
f 
 ( a , b ) :={if ( b==0){ r e t u r n ( [ ℄ ) } ;r e t u r n ( 
on
at ( iquo ( a , b ) , f 
 (b , i r em ( a , b ) ) ) )} : ;Alors f
(172,51) renvoie [3,2,1,2,6℄
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 89 / 193



Algorithmes en arithmétique Fra
tions 
ontinuesAve
 XCAS
f 
 ( a , b ) :={if ( b==0){ r e t u r n ( [ ℄ ) } ;r e t u r n ( 
on
at ( iquo ( a , b ) , f 
 (b , i r em ( a , b ) ) ) )} : ;Alors f
(172,51) renvoie [3,2,1,2,6℄
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 89 / 193



Algorithmes en arithmétique Fra
tions 
ontinuesAve
 CAML
# let re
 f 
 ( a , b )=if b = 0then [ ℄else a/b : : f 
 (b , a�a/b*b ) ; ;
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 90 / 193



Algorithmes en arithmétique Fra
tions 
ontinuesAlgorithme impératifEntrées : 2 entiers a et bInitialisation : num � a;den � b;res � reste(num,den);Liste � vide;débuttant que res6=0 faireListe � Liste,quotient(num,den);num � den;den � res;res � reste(num,den);�nretourner [Liste,quotient(num,den)℄Algorithme 25 : Fra
tions 
ontinues : version impérative(IREM des Pays de la Loire) Atelier 91 / 193



Algorithmes en arithmétique Fra
tions 
ontinuesAve
 XCASf r a
_
ont ( a , b ) :={l o 
 a l num , den , r e s , L i s t e ;num:=a ;den :=b ;r e s := remain (num , den ) ;L i s t e :=NULL ;while ( r e s >0){L i s t e := L i s t e , i quo (num , den ) ;num:=den ;den := r e s ;r e s := remain (num , den ) ;}[ L i s t e , i quo (num , den ) ℄ ;} : ;(IREM des Pays de la Loire) Atelier 92 / 193
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Algorithmes en arithmétique Tests de primalitéPremière version
Entrées : un entier ndébutpour k de 2 jusque partie entière de pn fairesi reste de la division de n par k est nul alorsretourner n n'est pas premierretourner n est premier�n Algorithme 26 : test de primalité 1

(IREM des Pays de la Loire) Atelier 94 / 193



Algorithmes en arithmétique Tests de primalitéAve
 XCAStestPrem1 (n ) :={l o 
 a l k ;pour k de 2 j u sque f l o o r ( s q r t ( n ) ) f a i r es i i r em (n , k )==0 a l o r s r e t u r n ( n+" n ' e s t pasp r em i e r ") ;f s i ;f pou r ;r e t u r n ( n+" e s t p r em i e r ") ;} : ;testPrem1 (n ) :={l o 
 a l k ;for ( k :=2; k<=f l o o r ( s q r t ( n ) ) ; k++){if ( i r em (n , k )==0){ r e t u r n ( n+" n ' e s t pas p r em i e r ")} ;} ;r e t u r n ( n+" e s t p r em i e r ") ;} : ;Cependant, il faut parfois être patient : testPrem1(2^(10000)+1) amis près de 10 minutes avant de répondre que 
e nombre n'était paspremier...
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 95 / 193
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Algorithmes en arithmétique Tests de primalitéAve
 CAML# let t e s t_n a i f n =let re
 t e s t_ l o 
 a l (m, k )=if m*m>k then " p r em i e r "else if k/m*m =k then "
ompose"else t e s t_ l o 
 a l (m+1,k )in t e s t_ l o 
 a l (2 , n ) ; ;On note au passage 
omment utiliser une fon
tion lo
alement à l'intérieurd'une autre. On aurait pu tout aussi bien les é
rire séparément :# let re
 t e s t_ l o 
 a l (m, k )=if m*m>k then " p r em i e r "else if k/m*m =k then "
ompose"else t e s t_ l o 
 a l (m+1,k ) ; ;# let t e s t_n a i f n = t e s t_ l o 
 a l (2 , n ) ; ;(IREM des Pays de la Loire) Atelier 96 / 193
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Algorithmes en arithmétique Tests de primalitéDeuxième versionUne première possibilité pour diviser le nombre de tests par 2 est de véri�erau départ si le nombre est pair. Dans le 
as 
ontraire, on peut faire dessauts de 2 à partir de 3 :Entrées : un entier ndébutsi n est pair alorsretourner n n'est pas premierpour k de 2 jusque partie entière de pn ave
 un pas de 2fairesi reste de la division de n par k est nul alorsretourner n n'est pas premierretourner n est premier�n Algorithme 27 : test de primalité 2(IREM des Pays de la Loire) Atelier 97 / 193
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 a l k ;s i i r em (n , 2 )==0 a l o r s r e t u r n ( n+ " n ' e s t pasp r em i e r ") ; f s i ;pour k de 3 j u sque f l o o r ( s q r t ( n ) ) pas 2 f a i r es i i r em (n , k )==0 a l o r s r e t u r n ( n+" n ' e s t pasp r em i e r ") ;f s i ;f pou r ;r e t u r n ( n+" e s t p r em i e r ") ;} : ;(IREM des Pays de la Loire) Atelier 98 / 193



Algorithmes en arithmétique Tests de primalitéAve
 XCAS en anglaistestPrem1 (n ) :={l o 
 a l k ;if ( i r em (n , 2 )==0){ r e t u r n ( n+ " n ' e s t pas p r em i e r ")} ;for ( k :=3; k<=f l o o r ( s q r t ( n ) ) ; k :=k+2){if ( i r em (n , k )==0){ r e t u r n ( n+" n ' e s t pas p r em i e r") } ;} ;r e t u r n ( n+" e s t p r em i e r ") ;} : ;Plus que 291 se
ondes... On a bien divisé le temps de 
ompilation par deux.(IREM des Pays de la Loire) Atelier 99 / 193
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Algorithmes en arithmétique Tests de primalitéAve
 CAML
# let t e s t_na i f_2 n =let re
 t e s t_ l o 
 a l (m, k )=if k/2*2=k then " p a i r "elseif m*m>k then " p r em i e r "else if k/m*m =k then "
ompose"else t e s t_ l o 
 a l (m+2,k )in t e s t_ l o 
 a l (3 , n ) ; ;
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 100 / 193



Algorithmes en arithmétique Tests de primalité
On peut a�ner en enlevant les multiples de 3.

(IREM des Pays de la Loire) Atelier 101 / 193
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Algorithmes en arithmétique Crible d'ÉratosthèneVersion impérative ave
 XCASe r a t o ( n ) :={l o 
 a l j , k ,P ;P:=[ seq ( k , k=1. . n ) ℄ ;P [ 0 ℄ : = 0 ;pour j de 2 j u sque f l o o r ( s q r t ( n ) ) f a i r es i P [ j�1℄>=1 a l o r spour k de 2 j u sque f l o o r ( n/ j ) f a i r eP [ j *k�1℄:=0;f pou r ;f s i ;f pou r ;r e t u r n ( s e l e 
 t ( x�>(x>=1) ,P) ) ;} : ;(IREM des Pays de la Loire) Atelier 103 / 193
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 a l j , k ,P ;P:=[ seq ( k , k=1. . n ) ℄ ;P [ 0 ℄ : = 0 ;for ( j :=2; j<=f l o o r ( s q r t ( n ) ) ; j++){if (P [ j �1℄>=1){for ( k :=2; k<=f l o o r ( n/ j ) ; k++){P [ j *k�1℄:=0;} ;} ;} ;r e t u r n ( s e l e 
 t ( x�>(x>=1) ,P) ) ;} : ;(IREM des Pays de la Loire) Atelier 104 / 193



Algorithmes en arithmétique Crible d'ÉratosthèneAve
 CAMLEn CAML, la ré
ursion peut se faire en étapes pour plus de lisibilité.On fabrique une fon
tion qui renvoie un intervalle entier dont on a entré lesbornes :# let re
 i n t e r ( a , b )= if a>b then [ ℄ else a : :i n t e r ( a+1,b ) ; ;Ainsi :# i n t e r ( 2 , 12 ) ; ;� : i n t l i s t = [ 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6 ; 7 ; 8 ; 9 ; 10 ; 11 ;12 ℄(IREM des Pays de la Loire) Atelier 105 / 193
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Algorithmes en arithmétique Crible d'ÉratosthèneAve
 CAMLEnsuite, on 
rée une fon
tion qui retire les multiples d'un entier dans uneliste donnée :# let re
 r e t m u l t i p l e s ( l , n )=if l =[ ℄ then [ ℄ elseif hd ( l ) /n*n<>hd ( l ) then hd ( l ) : : (r e t m u l t i p l e s ( t l ( l ) , n ) ) elser e t m u l t i p l e s ( t l ( l ) , n ) ; ;Ainsi on peut enlever les multiples de 3 
ompris entre 2 et 12 :# r e tm u l t i p l e s ( i n t e r ( 2 , 12 ) ,3) ; ;� : i n t l i s t = [ 2 ; 4 ; 5 ; 7 ; 8 ; 10 ; 11 ℄(IREM des Pays de la Loire) Atelier 106 / 193
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Algorithmes en arithmétique Crible d'ÉratosthèneAve
 CAMLEn�n, voi
i le 
÷ur de la pro
édure :# let 
 r i b l e (m)=let re
 
 r i b l e_ r e 
 ( l , n )=if n>m then [ ℄elseif n*n>m then n : : ( 
 r i b l e_ r e 
 ( l , n+1) )else n : : r e t m u l t i p l e s ( 
 r i b l e_ r e 
 ( l , n+1) , n )in 
 r i b l e_ r e 
 ( i n t e r (2 ,m) ,2) ; ;L'utilisation est simple :# 
 r i b l e (100) ; ;� : i n t l i s t =[ 2 ; 3 ; 5 ; 7 ; 11 ; 13 ; 17 ; 19 ; 23 ; 29 ; 31 ; 37 ; 41 ;43 ; 47 ; 53 ; 59 ; 61 ; 67 ; 71 ;73 ; 79 ; 83 ; 89 ; 97 ℄Comparons : erato(10000) répond en 7,83 se
ondes et
rible(10000) en 1,70 se
ondes.On peut évidemment améliorer 
ha
un des algorithmes ave
 du savoir-faire.(IREM des Pays de la Loire) Atelier 107 / 193
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Algorithmes en arithmétique Nombre de 
hi�res d'un entierOn pense au logarithme ou à la rigueur à une ruse informatique dustyle :� je transforme mon nombre en 
haîne de 
ara
tères et je demandeau logi
iel de 
ompter le nombre de 
ara
tères de la 
haîne (
e qu'ilssavent tous faire) �.La première solution est peu utilisable en 2nde et la deuxième peuintéressante mathématiquement.Alors on � pense base 10 � :NbChi�res(n) Entrées : un entier naturel ndébutsi n<10 alors1sinon1+NbChi�res(quotient_entier(n,10))�nAlgorithme 29 : nombre de 
hi�res d'un entier naturel(IREM des Pays de la Loire) Atelier 109 / 193
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Algorithmes en arithmétique Nombre de 
hi�res d'un entierAve
 XCAS
NbCh i f f r e s ( n ) :={if ( n<10) {1}else{1+NbCh i f f r e s ( iquo ( n , 1 0 ) ) }} : ;
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 110 / 193



Algorithmes en arithmétique Nombre de 
hi�res d'un entierAve
 CAML
# let re
 NbCh i f f r e s n = if n<10 then 1 else 1+NbCh i f f r e s ( n /10) ; ;
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 111 / 193
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Algorithmes en arithmétique Dé
omposition en base 2Une méthode pour obtenir l'é
riture en base 2 d'un nombre est d'e�e
tuerdes divisions su

essives. Par exemple pour 11 :1 11 25 51 22 20 21 11 2011 = �2� 5+ 1�= �2� �2� 2+ 1�+ 1�= �2� �2� (2� 1) + 1�+ 1�= �2� (22 + 1) + 1�= 23 + 2+ 1= 1� 23 + 0� 22 + 1� 21 + 1� 20L'é
riture de 11 en base 2 est don
 1011 : 
'est la liste des restes obtenusmais dans l'ordre inverse.(IREM des Pays de la Loire) Atelier 113 / 193
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Algorithmes en arithmétique Dé
omposition en base 2Entrées : un entier nInitialisation : r � le reste de la division de n par 2;q � le quotient de la division de n par 2;R une liste 
ontenant r au départ.débuttant que q>0 fairer � le reste de la division de q par 2;q � le quotient de la division de q par 2;On ajoute r au début de la liste R.retourner R�n Algorithme 32 : dé
omposition en base 2(IREM des Pays de la Loire) Atelier 114 / 193



Algorithmes en arithmétique Dé
omposition en base 2Ave
 XCASbase_deux ( n ) :={l o 
 a l r , R , q ;r := i r em (n , 2 ) ;q:= iquo ( n , 2 ) ;R:=[ r ℄ ;tantque q>0 f a i r er := i rem (q , 2 ) ;q:= iquo ( q , 2 ) ;R:= 
on
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ursiveNotons qn et rn le quotient et le reste après n divisions.qn+1 est le quotient entier de qn par 2 et on rajoute rn+1 à notre liste derestes.Après un 
ertain nombre de divisions, le quotient sera stri
tement inférieurà 2. Binaire(n) Entrées : un entier ndébutsi n<2 alorsretourner nsinonretourner Binaire(quotient(n,2)),reste(n,2)�nAlgorithme 33 : Conversion binaire : version ré
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Algorithmes en arithmétique Dé
omposition en base 2Ave
 XCAS
B i n a i r e ( n ) :={if ( n<2){ r e t u r n n}else{r e t u r n ( B i n a i r e ( iquo (n , 2 ) ) , i r em (n , 2 ) ) ;}} : ;
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Algorithmes en arithmétique Dé
omposition en base 2Ave
 CAML
# let re
 b i n a i r e n =if n<2then [ n ℄else b i n a i r e ( n /2) � [ n mod 2 ℄ ; ;RemarqueOn utilise liste 1 � liste 2 pour 
on
aténer deux listes etélément :: liste pour rajouter un élément en début de liste.
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Opérations ave
 des fra
tions Dé�nitions des opérations
On travaillera ave
 CAML.On aura besoin d'un algorithme de 
al
ul du PGCD :# let re
 pg
d ( a , b ) =if b=0then aelse pg
d (b , a�a/b*b ) ; ;
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Opérations ave
 des fra
tions Dé�nitions des opérations
On va représenter une fra
tion par une liste du type[numérateur ;dénominateur℄.Pour prévenir toute division par zéro on va 
réer un opérateur traitant lesex
eptions qu'on nommera Division_par_zero et qui nous servira degarde-fou :# ex
eption Div i s i on_pa r_ze ro ; ;On invoquera 
ette ex
eption ave
 la 
ommande raise : étant donné leniveau d'anglais des élèves, 
ette 
ommande est naturelle !...
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Opérations ave
 des fra
tions Dé�nitions des opérationsOn peut 
réer un opérateur qui simpli�e les fra
tions :# let s imp ( [ a ; b ℄ ) =if b=0 then r a i s e D i v i s i on_pa r_ze roelse [ a/ pg
d ( a , b ) ; b/pg
d ( a , b ) ℄ ; ;Par exemple# simp ( [ 1 8 ; 1 2 ℄ ) ; ;� : i n t l i s t = [ 3 ; 2 ℄Mais# simp ( [ 1 ; 0 ℄ ) ; ;Ex
ep t i on : D i v i s i on_pa r_ze ro .(IREM des Pays de la Loire) Atelier 123 / 193
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Opérations ave
 des fra
tions Dé�nitions des opérations
On 
rée ensuite une somme simpli�ée de fra
tions :# let som ( [ a ; b ℄ , [ 
 ; d ℄ ) =if b=0 or d=0 then r a i s e D i v i s i on_pa r_ze ro elses imp ( [ a*d+b*
 ; b*d ℄ ) ; ;Par exemple :# som ( [ 2 ; 3 ℄ , [ 1 ; 6 ℄ ) ; ;� : i n t l i s t = [ 5 ; 6 ℄
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Opérations ave
 des fra
tions Dé�nitions des opérations
Une multipli
ation :# let mul ( [ a ; b ℄ , [ 
 ; d ℄ ) =if b=0 or d=0 then r a i s e D i v i s i on_pa r_ze ro elses imp ( [ a*
 ; b*d ℄ ) ; ;Par exemple :# mul ( [ 3 ; 2 ℄ , [ 2 ; 9 ℄ ) ; ;� : i n t l i s t = [ 1 ; 3 ℄
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Opérations ave
 des fra
tions Dé�nitions des opérations
Un inverse :# let i n v ( [ a ; b ℄ ) =if b=0 or a=0 then r a i s e D i v i s i on_pa r_ze ro elses imp ( [ b ; a ℄ ) ; ;Une division :# let d i v ( [ a ; b ℄ , [ 
 ; d ℄ )=mul ( [ a ; b ℄ , i n v ( [ 
 ; d ℄ ) ) ; ;
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Opérations ave
 des fra
tions Dé�nitions des opérationsPar exemple, 
omment entrer 1+ 2+ 341� 56# som ( [ 1 ; 1 ℄ , d i v ( som ( [ 2 ; 1 ℄ , [ 3 ; 4 ℄ ) , som ( [ 1 ; 1 ℄ , [ � 5 ; 6 ℄ )) ) ; ;� : i n t l i s t = [ 3 5 ; 2 ℄Évidemment, 
'est moins pratique que de taper le résultat sur une ma
hinemais ça permet de ré�é
hir aux di�érentes opérations, à la notion defon
tion,...
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 127 / 193
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Opérations ave
 des fra
tions Fra
tions 
ontinues : le retourNous avions vu à l'algorithme ?? 
omment, à partir d'un nombre é
rit sousforme fra
tionnaire, on pouvait obtenir son é
riture sous forme de fra
tion
ontinue.Nous allons à présent voir 
omment e�e
tuer l'opération inverse,
'est-à-dire 
omment obtenir une fra
tion irrédu
tible à partir de la liste dudéveloppement en fra
tion 
ontinue.Souvenez-vous :17251 = 3+ 1951 = 3+ 15119 = 3+ 12+ 1319 = 3+ 12+ 11+ 12+ 16 = [3; 2; 1; 2; 6℄
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Opérations ave
 des fra
tions Fra
tions 
ontinues : le retourL'algorithmefra
_inv(lx);Entrées : La liste lx du développement en fra
tion 
ontinuedébutsi lx ne 
ontient qu'un seul élément alorsretourner 
et élémentsinonretourner le premier élément de lx +l'inverse defra
_inv(lx privé de son premier élément)�nAlgorithme 37 : Fra
tions 
ontinues : le retour ré
ursif# let re
 f r a 
_ inv ( l x )=if l e n g t h l x=1 then [ hd ( l x ) ; 1 ℄else som ( [ hd ( l x ) ; 1 ℄ , i n v ( f r a 
_ inv ( t l ( l x ) ) ) ) ; ;(IREM des Pays de la Loire) Atelier 130 / 193
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Opérations ave
 des fra
tions Fra
tions 
ontinues : le retour
Et voi
i 
omment l'utiliser :# f r a 
_ inv ( [ 3 ; 2 ; 1 ; 2 ; 6 ℄ ) ; ;� : i n t l i s t = [ 1 7 2 ; 51 ℄Une petite 
uriosité au passage :# f r a 
_ inv ( [ 0 ; 3 ; 2 ; 1 ; 2 ; 6 ℄ ) ; ;� : i n t l i s t = [ 5 1 ; 172 ℄
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Algorithmes de 
al
ul plus 
omplexes Algorithme de HörnerPrenons l'exemple de P(x) = 3x5 � 2x4 + 7x3 + 2x2 + 5x � 3. Le 
al
ul
lassique né
essite 5 additions et 15 multipli
ations.On peut faire pas mal d'é
onomies de 
al
ul en suivant le s
héma suivant :P(x) = anxn + � � � + a2x2 + a1x| {z }on met x en fa
teur +a0= 0�anxn�1 + � � �+ a2x| {z }on met x en fa
teur +a11A x + a0= � � �= (� � � (((anx + an�1)x + an�2)x + an�3)x + � � � ) x + a0I
i 
ela donne P(x) = (((((3x) � 2)x + 7)x + 2)x + 5)x � 3 
'est-à-dire 5multipli
ations et 5 additions. En fait il y a au maximum 2�degré de Popérations (voire moins ave
 les zéros).(IREM des Pays de la Loire) Atelier 134 / 193



Algorithmes de 
al
ul plus 
omplexes Algorithme de HörnerPrenons l'exemple de P(x) = 3x5 � 2x4 + 7x3 + 2x2 + 5x � 3. Le 
al
ul
lassique né
essite 5 additions et 15 multipli
ations.On peut faire pas mal d'é
onomies de 
al
ul en suivant le s
héma suivant :P(x) = anxn + � � � + a2x2 + a1x| {z }on met x en fa
teur +a0= 0�anxn�1 + � � �+ a2x| {z }on met x en fa
teur +a11A x + a0= � � �= (� � � (((anx + an�1)x + an�2)x + an�3)x + � � � ) x + a0I
i 
ela donne P(x) = (((((3x) � 2)x + 7)x + 2)x + 5)x � 3 
'est-à-dire 5multipli
ations et 5 additions. En fait il y a au maximum 2�degré de Popérations (voire moins ave
 les zéros).(IREM des Pays de la Loire) Atelier 134 / 193



Algorithmes de 
al
ul plus 
omplexes Algorithme de HörnerPrenons l'exemple de P(x) = 3x5 � 2x4 + 7x3 + 2x2 + 5x � 3. Le 
al
ul
lassique né
essite 5 additions et 15 multipli
ations.On peut faire pas mal d'é
onomies de 
al
ul en suivant le s
héma suivant :P(x) = anxn + � � � + a2x2 + a1x| {z }on met x en fa
teur +a0= 0�anxn�1 + � � �+ a2x| {z }on met x en fa
teur +a11A x + a0= � � �= (� � � (((anx + an�1)x + an�2)x + an�3)x + � � � ) x + a0I
i 
ela donne P(x) = (((((3x) � 2)x + 7)x + 2)x + 5)x � 3 
'est-à-dire 5multipli
ations et 5 additions. En fait il y a au maximum 2�degré de Popérations (voire moins ave
 les zéros).(IREM des Pays de la Loire) Atelier 134 / 193



Algorithmes de 
al
ul plus 
omplexes Algorithme de HörnerAlgorithmeIl faut 
onnaître les 
oe�
ients de P.horner(P,x) Entrées : les 
oe�
ients ai dans l'ordre dé
roissantdes exposants des mon�mes, le degré n de P et lenombre xdébutsi P est vide alorsretourner 0sinonretourner Tête de P + x� horner(P privé de sa tête, x)�nAlgorithme 39 : algorithme de Hörner : version ré
ursive(IREM des Pays de la Loire) Atelier 135 / 193



Algorithmes de 
al
ul plus 
omplexes Algorithme de HörnerAve
 XCAS
Horner (P , x ) :={if (P=[ ℄ ) { r e t u r n (0 ) }else{ r e t u r n (P[0℄+ x*Horner ( t a i l (P) , x ) ) }} : ;
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 136 / 193



Algorithmes de 
al
ul plus 
omplexes Algorithme de HörnerAve
 CAML
# let re
 ho rne r (p , x ) =if p=[℄ then 0else L i s t . hd ( p )+x *( ho rne r ( L i s t . t l ( p ) , x ) ) ; ;
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 137 / 193
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olaritéSans l'ordinateurAve
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Algorithmes de 
al
ul plus 
omplexes Exponentiation rapide
Étudions une méthode d'exponentiation rapide.Voyons 
omment pro
éder sur a11 :a11 = a � a10 = a � �a5�2 = a � �a � a4�2 = a � �a � �a2�2�2
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Algorithmes de 
al
ul plus 
omplexes Exponentiation rapideEntrées : un réel a et un entier nInitialisation : res � 1;puissan
e � n;temp � adébuttant que puissan
e non nulle fairesi puissan
e est impaire alorsres � temp�res;puissan
e � puissan
e � 1puissan
e � puissan
e � 2;temp � temp�temp�nAlgorithme 40 : exponentiation rapide sans utiliser la base 2(IREM des Pays de la Loire) Atelier 140 / 193



Algorithmes de 
al
ul plus 
omplexes Exponentiation rapideAve
 XCASexpo_rapido ( a , n ) :={l o 
 a l r e s , temp , Pu i s s an
e ;r e s :=1;Pu i s s an
e :=n ;temp:=a ;tantque Pu i s s an
e >0 f a i r es i i r em ( Pu i s san
e , 2 )==1 a l o r sr e s :=temp* r e s ;Pu i s s an
e :=Pu i s san
e �1;f s i ;Pu i s s an
e := Pu i s s an
e /2 ;temp:=temp* temp ;f t a n t qu e ;r e t u r n ( r e s ) ;} : ;(IREM des Pays de la Loire) Atelier 141 / 193



Algorithmes de 
al
ul plus 
omplexes Exponentiation rapideAve
 CAML
Ave
 CAML en version ré
ursive 
'est immédiat...# let re
 pow_rap ( a , n )=if n=0 then aelse if n/2*2=n then pow_rap ( a , n /2) *pow_rap ( a , n/2) else a*pow_rap ( a , n /2) ; ;

(IREM des Pays de la Loire) Atelier 142 / 193
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Algorithmes en analyse Re
her
he de minimum
On repère graphiquement qu'une fon
tion semble atteindre par exemple unminimum. Pour obtenir une approximation de 
e minimum, on fournit unpoint de départ et une pré
ision.

(IREM des Pays de la Loire) Atelier 145 / 193



Algorithmes en analyse Re
her
he de minimumVersion ré
ursive ave
 XCAS
min_re
 ( f , xo , h ) :={if ( f ( xo+h )>f ( xo ) ) { r e t u r n ( xo ) }else{min_re
 ( f , xo+h , h ) }}
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 146 / 193



Algorithmes en analyse Re
her
he de minimumVersion ré
ursive ave
 CAML
# let re
 min_re
 ( f , xo , h )=if f ( xo+.h )>f ( xo ) then xoelse min_re
 ( f , xo+.h , h ) ; ;
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 147 / 193



Algorithmes en analyse Re
her
he de minimumVersion impérativeEntrées : fon
tion f, point de départ xo et in
rément iInitialisation : Y � f(xo);X � xo+i;;débuttant que t(X)<Y faireY � evalf(t(X));X � X+i;retourner X-i�nAlgorithme 41 : approximation d'un minimum(IREM des Pays de la Loire) Atelier 148 / 193



Algorithmes en analyse Re
her
he de minimumVersion impérative ave
 XCASminimum( f , xo , p ) :={l o 
 a l X,Y , 
ompteur ;Y:= f ( xo ) ;X:=xo+10^(�p ) ;
ompteur :=0 // on r a j o u t e un 
ompteur pour que l a
 omp i l a t i o n ne dure pas t r op longtempstantque e v a l f ( f (X) )<Y et 
ompteur <10^p f a i r eY:= e v a l f ( f (X) ) ;X:=X+10^(�p ) ;
ompteur := 
ompteur+1;f t a n t qu e : ;X�10^(�p ) ;} : ;(IREM des Pays de la Loire) Atelier 149 / 193



Algorithmes en analyse Re
her
he de minimum
Par exemple, pour la fon
tion x 7! px2 + 25+q(x � 18)2 + 49, il sembleque le minimum soit vers 7.Demandons une approximation du minimum à 10�5 près :minimum( x�>sq r t ( ( x ) ^2+25)+s q r t ( ( x�18)^2+49) , 7 . 0 , 5 )et on obtient 7.50000
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Algorithmes en analyse Di
hotomie
Pour résoudre une équation du type f (x) = 0, on re
her
he graphiquementun intervalle [a; b℄ où la fon
tion semble 
hanger de signe.On note ensuite m le milieu du segment [a; b℄. On évalue le signe de f (m).Si 
'est le même que 
elui de f (a) on rempla
e a par m et on re
ommen
e.Sinon, 
'est b qu'on rempla
e et on re
ommen
e jusqu'à obtenir lapré
ision voulue.
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Algorithmes en analyse Di
hotomieVersion ré
ursive ave
 XCAS
d i
ho_re
 ( f , a , b , eps ) :={if ( e v a l f ( b�a )<eps ) { r e t u r n ( 0 . 5* ( b+a ) ) } ;if ( f ( a ) * f ( 0 . 5* ( b+a ) )>0){ r e t u r n ( d i 
ho ( f , 0 . 5 * ( b+a ) , b, eps ) ) } else{ r e t u r n ( d i 
ho ( f , a , 0 . 5 * ( b+a ), eps ) ) }} : ;
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 153 / 193



Algorithmes en analyse Di
hotomieVersion ré
ursive ave
 CAML# let re
 d i
ho_re
 ( f , a , b , eps )=if ab s_f l oa t (b�.a )<eps then 0 . 5 * . ( b+.a )else if f ( a ) * . f ( 0 . 5 * . ( b+.a ) ) >0. then d i
ho_re
( f , 0 . 5 * . ( b+.a ) , b , eps )else d i
ho_re
 ( f , a , 0 . 5 * . ( b+.a ) , eps ) ; ;
e qui donne :# d i
ho_re
 ( ( fun x�>(x * . x� . 2 . ) ) , 1 . , 2 . , 0 . 0 0 0 0 1 ) ; ;� : f l o a t = 1.41421127319335938
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 154 / 193
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Algorithmes en analyse Di
hotomieVersion impérativeEntrées : une fon
tion f, les bornes a et b, une pré
ision pInitialisation : aa � a, bb � bdébuttant que bb-aa>p fairesi signe de f((aa+bb)/2) est le même que 
elui de f(bb)alorsbb � (aa+bb)/2sinonaa � (aa+bb)/2retourner (aa+bb)/2�n Algorithme 42 : di
hotomie(IREM des Pays de la Loire) Atelier 155 / 193



Algorithmes en analyse Di
hotomieVersion impérative ave
 XCASAve
 XCAS, ne pas oublier de régler quelques problèmes de pré
ision :d i 
ho (F , p , a , b ) :={l o 
 a l aa , bb , k , f ;aa :=a ; bb:=b ; e p s i l o n :=1e�100;f := unapp ly (F , x ) ; k :=0;tantque e v a l f ( bb�aa , p )>10^(�p ) f a i r es i s i g n ( e v a l f ( f ( ( bb+aa ) /2) , p ) )==s i g n ( e v a l f ( f (bb ) , p ) )a l o r s bb:= e v a l f ( ( aa+bb ) /2 , p ) ;s i n on aa := e v a l f ( ( aa+bb ) /2 , p ) ;k:=k+1; // un tou r de p l u s au 
ompteurf s i ;f t a n t qu e ;r e t u r n e v a l f ( ( bb+aa ) /2 , p )+" e s t l a s o l u t i o nt r o u v e e ap r e s " +k+ " i t e r a t i o n s " ;} : ;(IREM des Pays de la Loire) Atelier 156 / 193
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Algorithmes en analyse Méthode des re
tangles
On veut 
al
uler une intégrale d'une fon
tion par la méthode desre
tangles. La dé�nition ré
ursive est assez naturelle.

(IREM des Pays de la Loire) Atelier 158 / 193



Algorithmes en analyse Méthode des re
tangles# let re
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Systèmes de Cramer
Soit un système (a11x + a12y = b1a21x + a22y = b2 .Soit D le déterminant du sytème : D = a11a22 � a21a12.S'il est non nul, il est assez aisé de montrer en Se
onde que les solutionssont : x = b1a22 � b2a12D y = a11b2 � a21b1DCela peut mettre en éviden
e les r�les di�érents joués par les in
onnues(qui n'apparaissent pas en entrée dans l'algorithme) et les 
oe�
ients.
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Systèmes de Cramer
Entrées : Les 
oe�
ients;débutsi D=0 alorspas de solution uniquesinonx = b1a22�b2a12D y = a11b2�a21b1D�n Algorithme 43 : système de Cramer
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Systèmes de CramerAve
 XCAS

ramer ( a11 , a12 , b1 , a21 , a22 , b2 ) :={s i a11*a22�a21*a12==0a l o r s r e t u r n (" Pas de s o l u t i o n un ique ")s i n on r e t u r n ( ( b1*a22�b2*a12 ) /( a11*a22�a21*a12 ) ,( a11*b2�a21*b1 ) /( a11*a22�a21*a12 ) )f s i} : ;
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Algorithme de HéronHéron d'Alexandrie n'avait pas attendu Newton et le 
al
ul di�érentiel pourtrouver une méthode permettant de déterminer une approximation de lara
ine 
arrée d'un nombre positif puisqu'il a vé
u seize siè
les avant SirIsaa
.Si xn est une approximation stri
tement positive par défaut de pa, alorsa=xn est une approximation par ex
ès de pa (pourquoi ?) et vi
e-versa.La moyenne arithmétique de 
es deux approximations est 12 �xn + axn� et
onstitue une meilleure approximation que les deux pré
édentes.On peut montrer 
'est une approximation par ex
ès (en développant�xn �pa�2 par exemple).On obtient naturellement un algorithme.
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Algorithme de Héron
Entrées : le réel positif a, une première approximation par défautstri
tement positive xo et une pré
ision epsInitialisation : X � 0.5(xo+a/xo)débuttant que |xo-a/xo|<eps faireX � 0.5(X+a/X)retourner X�n Algorithme 44 : approximation de pa
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Algorithme de HéronAve
 XCAS
heron ( a , xo , eps ) :={l o 
 a l X ;X:=0.5* ( xo+a/xo ) ;while ( abs ( e v a l f (X�a/X) )>=eps ) {X:=0.5* (X+a/X) ;}r e t u r n (X)} : ;
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Algorithme de HéronVersion ré
ursive ave
 CAML
# let re
 heron ( a , xo , eps )=if ab s_f l oa t ( xo�.a / . xo )<eps then xoelse heron ( a , 0 . 5 * . ( xo+.a / . xo ) , eps ) ; ;
(IREM des Pays de la Loire) Atelier 168 / 193
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Algorithmes en probabilité Pile ou fa
e
On lan
e trois fois de suite une piè
e de monnaie. On 
ompte 
ombien defois pile (ou fa
e) tombe.
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Algorithmes en probabilité Pile ou fa
eAve
 XCAS
rand(k) renvoie un entier aléatoirement 
ompris entre 0 et k � 1 ;
ount_eq(entier,liste) 
ompte le nombre de fois ou entierapparaît dans liste
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Algorithmes en probabilité Pile ou fa
eAve
 XCASp i e 
 e ( n ) :={T:=NULL ;for ( k :=1; k<=n ; k++){X:=0;if ( rand (2 )==1){X:=X+1}if ( rand (2 )==1){X:=X+1}if ( rand (2 )==1){X:=X+1}T:=T,X ;}r e t u r n ( e v a l f ( [ 
ount_eq ( 0 , [T ℄ ) /n , 
ount_eq ( 1 , [T ℄ ) /n ,
ount_eq ( 2 , [T ℄ ) /n , 
ount_eq ( 3 , [T ℄ ) /n ℄ )) } : ;(IREM des Pays de la Loire) Atelier 173 / 193



Algorithmes en probabilité Pile ou fa
eAve
 XCASPar exemple :p i e 
 e (5000)renvoie [0.1262,0.387,0.366,0.1208℄.En e�et, on peut véri�er ave
 binomial(n,k,p) qui renvoie�nk�pk (1� p)n�k :[ seq ( b i n om i a l (3 , k , 0 . 5 ) , k=0. .3 ) ℄renvoie [0.125,0.375,0.375,0.125℄
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Algorithmes en probabilité Pile ou fa
eAve
 XCAS
On peut faire la moyenne sur une dizaine de séries de 5000 séries de 3lan
ers :mean ( [ seq ( p i e 
 e (5000) , k=0. .10) ℄ )et on obtient[0.1272909091,0.3854,0.3637272727,0.1235818182℄
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Algorithmes en probabilité Tirage de boules
On dispose de trois urnes, la première 
ontenant 7 boules blan
hes et 4noires, la deuxième 5 blan
hes et 2 noires, la troisième 6 blan
hes et 3noires.On tire une boule dans 
haque urne et on note le nombre de boulesblan
hes obtenues.On adapte l'algorithme pré
édent.
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Algorithmes en probabilité Tirage de boulesbou l e s ( n ) :={T:=NULL ;for ( k :=1; k<=n ; k++){X:=0;if ( rand (11) <7){X:=X+1}if ( rand (7 )<5){X:=X+1}if ( rand (9 )<6){X:=X+1}T:=T,X ;}r e t u r n ( e v a l f ( [ 
ount_eq ( 0 , [T ℄ ) /n , 
ount_eq ( 1 , [T ℄ ) /n ,
ount_eq ( 2 , [T ℄ ) /n , 
ount_eq ( 3 , [T ℄ ) /n ℄ )) } : ;
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Algorithmes en probabilité Tirage de boules
On obtient[0.0358,0.2253818182,0.4453272727,0.2934909091℄Or, par exemple, 711 � 57 � 69 � 0; 303 et 411 � 27 � 39 � 0; 034.
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Algorithmes en probabilité Problème du Du
 de Tos
ane
Cosme II de Médi
is (Floren
e 1590-1621), Du
 de Tos
ane, fut leprote
teur de l'illustre Gallilée (né à Pise le 15 février 1564 et mort àFloren
e le 8 janvier 1642) son an
ien pré
epteur. Pro�tant d'un momentde répit du savant entre l'é
riture d'un théorème sur la 
hute des 
orps etla 
réation de la lunette astronomique, le Grand Du
 lui soumet leproblème suivant : il a observé qu'en lançant trois dés 
ubiques et enfaisant la somme des numéros des fa
es, on obtient plus souvent 10 que 9,alors qu'il y a autant de façons d'obtenir 9 que 10, à savoir six.Après quelques ré�exions, Galilée rédigea un petit mémoire sur les jeux dehasard en 1620 expliquant le phénomène.
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Algorithmes en probabilité Problème du Du
 de Tos
aneOn utilise ranm(lignes,
olonnes,'expérien
e') qui renvoie unematri
e lignes�
olonnes où 
haque terme est un résultat deexpérien
e.t o s 
ane ( n ) :={T:=ranm (1 , n , ' rand (6 )+rand (6 )+rand (6 ) +3 ') ;r e t u r n (" Obten i r 9 :"+
ount_eq (9 ,T) *100.0/ n+"%","Obten i r 10 :"+
ount_eq (10 ,T) *100.0/ n+"%")} : ;Alors, pour 100 000 tirages, on obtient "Obtenir 9 :11.263%","Obtenir 10 :12.535%"
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Lan
ers d'une piè
e et résultats égaux
On lan
e 10 fois de suite une piè
e de monnaie et on s'intéresse au nombremaximal de résultats 
onsé
utifs égaux. On 
rée un programme qui simuleautant de séries de lan
ers que l'on désire. C'est un peu plus 
ompliqué àé
rire...
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Lan
ers d'une piè
e et résultats égauxpie
e_max ( e s s a i s ) :={l o 
 a l S , k , P , j ,H,m,M, s , p , h ;S:=NULL ;for ( k :=1; k<=e s s a i s ; k++){s :=NULL ;P:=[ seq ( rand (2 ) ,m=0 . . 9 ) ℄ ;p :=0;while (p<9){j :=p+1;while (P [ j ℄==P[ p ℄ and j <9){ j := j +1}s :=s , j�p ;p:= j ;}s :=SortD ( [ s ℄ ) ;h:=head ( s ) ;S:=S , h ;}m:= e v a l f (mean ( [ S ℄ ) ) ;r e t u r n (" Sur "+e s s a i s+" s e r i e s de 10 l a n 
 e r s , l a moyenne dunombre maximal de r e s u l t a t s 
 o n s e 
 u t i f s egaux e s t "+m)} : ;(IREM des Pays de la Loire) Atelier 185 / 193
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Flo
on de Von Ko
h
On peut dé�nir ré
ursivement le �o
on de Von Ko
h.Pour simpli�er, on se 
ontentera de � �o
oniser � un segment.
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Flo
on de Von Ko
hAve
 la tortueko
h ( long , n ) :={s i ( n==0) a l o r savan
e ( l ong ) ;s i n onko
h ( l ong /3 ,n�1) ; tourne_gau
he (60) ;ko
h ( l ong /3 ,n�1) ; t o u r n e_d r o i t e (120) ;ko
h ( l ong /3 ,n�1) ; tourne_gau
he (60) ;ko
h ( l ong /3 ,n�1) ;f s i ;} : ;
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hko
h (500 ,3)
x 650
y 150
t 0
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hko
h (500 ,6)
x 650
y 150
t 0

(IREM des Pays de la Loire) Atelier 190 / 193



Flo
on de Von Ko
hAve
 les outils géométriques de XCASKo
hBis ( n ,A ,B) :={if ( n==0){ segment (A,B) }else{Ko
hBis (n�1,A , homothet i e (A,1/3 ,B) ) ,Ko
hBis (n�1, homothet i e (A,1/3 ,B) , r o t a t i o n (homothet i e (A,1/3 ,B) , p i /3 , homothet i e (A,2/3 ,B)) ) ,Ko
hBis (n�1, r o t a t i o n ( homothet i e (A,1/3 ,B) , p i /3 ,homothet i e (A,2/3 ,B) ) , homothet i e (A,2/3 ,B) ) ,Ko
hBis (n�1, homothet i e (A,2/3 ,B) ,B)}} : ;(IREM des Pays de la Loire) Atelier 191 / 193
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Ko
hBis (3 , p o i n t (0 , 0 ) , p o i n t (10 , 0 ) ) , Ko
hBis (3 , p o i n t(10 , 0 ) , p o i n t (5 ,�10* s q r t ( 3 . 0 ) /2) ) , Ko
hBis (3 ,p o i n t (5 ,�10* s q r t ( 3 . 0 ) /2) , p o i n t (0 , 0 ) )
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